Két gomb athatasa — 4. rész
Az interneten talalkoztunk az alabbi érdekes feladattal — 1. abra

42. Soap Bubbles When two bubbles cling together in midair, their
common surface is part of a sphere whose center D lies on the
line passing through the centers of the bubbles (see the figure).
Also, ZACB and ZACD each have measure 60°.

(a) Show that the radius r of the common face is given by

ab
a—>b

r=

[Hint: Use the Law of Sines together with the fact that an
angle 6 and its supplement 180° — 6 have the same sine.]

(b) Find the radius of the common face if the radii of the
bubbles are 4 cm and 3 cm.

(c) What shape does the common face take if the two
bubbles have equal radii?

1. abra — forrasa: [ 1 ]

A feladat

Szappanbuborékok.

Az 1. dbran azt szemléltették, hogy két gomb alakd, a = BC és b = AC sugaru szappan -
buborek osszeolvadt. Az ZACB és a £ACD szogek egyenld nagyok, értékiik 60°.

A két buborék - gdmb kozos feliilete egy D kdzépponta, r sugaru gomb egy része, ahol a D
kozéppont az A és B kdzéppontok 6sszekotd egyenesén fekszik.

a.) Mutassuk meg, hogy a k6zos gombfeliilet sugara:

a*b
r=a—b ; (*)

b.) Hatarozzuk meg az r sugar nagysagat, haa=4cm, b =3 cm!
c.) Allapitsuk meg, hogy milyen alakot vesz fel a kozos feliilet, haa=1Db !

A megoldas

a.) Ehhez tekintsiik a 2. abrat is!



2. abra

1. 1épés: ¢ meghatarozasa ismert a , b és a = 60° mellett
Koszinusztétellel:

cz=a2+b2—2-a-b-cosa=a2+b2—2-a-b-%= a’+b%—a-b, innen:

c=va?+b%2—a-b . (1)

2. Iépés: sinf meghatarozasa ismert a , b, ¢ és a = 60° mellett
Szinusztétellel, valamint (1) - gyel is:

b sin } } b 3 b i
- == AN sinff =sina - = —+—=———, tehat:
c sin « c 2 a’+b%—a-b
: V3 b
Sin =, 2
ﬁ 2 Va’+b’—ab ( )

3. 1épés: sind meghatarozasa ( elvileg ) ismert £ és a = 60° mellett

Ismét az 1. dbra alapjan:

B+2-a+5=180° > §=180°—F -2 a=180°—p —2-60°=60°—f ,
innen:

d=60°—-p. (3)



Most ( 3 ) - bol:

sind = sin(60° — ) = sin 60° cos f — cos 60° sin =§-cosﬂ —%-sin,B,

sin5=%-(\/§-cosﬂ—sinﬁ). (4)
4. 1épés: r meghatarozasa ismert a , Sing , sind mellett

Szinusztétellel:

r_snp .08

a_sin(S_) r=a sin § (5)

Atalakitasokkal, (3 ) és (4 ) szerint:

r=a-2F —g. sin p =2-q-——— , azaz:
sin § %'(\/g-cosﬁ—sinﬁ) \/§:10ns[§_1 ’ .
1
r=2-a- W . ( 6 )
sin
Folytatva (2 )és (6) - tal:
cos B /1-sin?f 1 1= 4 a’+b%—a-b 4 4-a’+4-b?—4-a-b—3-b? _
sinf ~ sinf  +Jsin2B T3 X - 3-b2 -
_ |4a?—4ab+b? _ [(2:a—b)?> _ 2:a—b azaz:
- 3-h2 o 3p2 3’ '
cos f _ 2:a-b
sin T V3T ( ! )
Most (6 ) és (7)) - tel:
1 1 1 2:a'b 2:a*b a'b
r=2-q-—m——=2'a"——F——=2-a- = = =
cos B .2:a=b 2-a—-b a—h— (q— —p '’
ﬁ'sinﬁ_l ‘/§\/§-b 1 : 1 2:a—b—>b 2-(a—b) a—>b
tehat:
a-*b
=ub (8)
Ezzel igazoltuk a ( * ) képletet.
a*b _ 4cm-3cm

= 12 cm , tehat:

b.) Szamszertien: r = =
a—>b 4cm —3cm

r=12cm . (e)

c.)Ha a=Db, akkor (8) - bol:

a-*a

r(b - a) —» — oo, vagyis a kozos feliilet egy sik - darab.

a—a



Ezzel a kittiz6tt feladatokat megoldottuk.

M1. A [ 2] forras szerint:

Nem szamit, milyen formaban van egy buborék kezdetben, igyekszik gdémbbé valni. A gomb olyan alak,
amely minimalizélja a szerkezet feliiletét , ami a legkevesebb energiaigényti alakot teszi lehetové.

Mi torténik, ha a buborékok talalkoznak?

Amikor a buborékok 0ssze vannak kotve, ezek gdombok maradnak? Nem - ha két buborék talalkozik, a
falakat 6sszeolvasztjak, hogy minimalizaljak a feliiletiiket. Ha ugyanolyan méretii buborékok talalkoznak,
akkor a fal, amely elvalasztja Oket, sik lesz. Ha kiilonb6z6 méreti buborékok talalkoznak, akkor a kisebb

buborék benyomul a nagyobb buborék belsejébe. A buborékok 120 fokos szogekben metszik egymast.

M2. Az el6z6 megjegyzés forditasa nem volt tokéletes; kicsit atalakitottuk.

M3. Javasoljuk az érdekl6d6 Olvasénak, hogy rajzolja meg a c.) ponthoz tartozd gombo -
ket, azok pontos adataival!

M4. Az interneten még sok egyéb eérdekes dologgal is talalkozhatunk a buborékok geo -
metriaja és fizikaja témakorben, mely igencsak szerteagazo, messzire vezetd és bonyolult.

Mb5. A ( 8) képlet egy masik valtozata igy fest — 3. dbra — :

3. abra —forrasa: [ 3]

lyl=1, (8%)

A 3. dbréhoz tartozo szovegbdl atvesziink egy részt, kicsit megvaltoztatva.


https://hu.eferrit.com/matematikai-kepletek-geometriai-alakzatokhoz/

A kettds buborékhoz két gomb alaku kiilsé feliilet tartozik, amelyeket egy gomb alaku
belso feliilet kot Gssze. A 3. abran egy kettds buborék hosszmetszete 1athato.

M6. Ha a 3. dbra metszeti képét a gdmbok kdzéppontjait 6sszekotd vizszintes egyenes
— mint forgastengely — koriil megforgatjuk, akkor a P pontok itt is leirjak azt az r* sugart
kort, melyet az el6z0 részekben athatasi gorbének neveztiink. A 1ényeges kiilonbség az
ottani és az itteni helyzet k6zott az, hogy itt nem két, hanem harom gomb szerepel, fizikai
okok miatt. Az r* sugar nagysaga a 2. abrarol, a ( 2 ) képlettel is:

V3 ab

*_ ) ] e e ——————————
ri=a-sinf = rmmme—rs, (9)

az ennek megfeleld fonalhossz pedig (9 ) - cel is:

 —ggepimg.g B @b g ab "
F'=2mr'"=2'nm S T 3w ——— , tehat:
G

*=+3'm ——— (10)

Hab =a, akkor (10) - bél is:
I*(b=a)=+V3'm-a. (10/1)

M7. A (8), (8%) képletek fizikai alapon nyugvo levezetése is megtalalhato az internetes
anyagokban. Ezek olvasgatasa el6tt érdemes atismételni a gorbiileti / kapillaris nyomassal
kapcsolatos tudnivalokat. Ehhez Id. pl.: [ 4 ]! Ezutan ( 8* ) mar elég konnyen levezetheto.
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